Determinantes

Os determinantes sdo usados para estabelecer o
valor das variaveis emsistemas de duas ou mais equagoes
lineares. Uma vez que o procedimento seja entendido per-
feitamente, podemos obter as solu¢des de forma simples
e direta, com uma margem de erro muito menor do que
quando usamos outros métodos.

Considere as seguintes equagdes, onde x ¢ y sdo as
incognitas e a,, a,, b,, b,, ¢, € ¢, sdo constantes:

Col.1 Col.2 Col.3
ax + by = ¢ (C.1a)
ax + by = o (C.1b)

Uma das maneiras de resolver o problema ¢ expli-
citar uma das incdgnitas na Equacao C.1(a) e substitui-la
na Equacdo C.1(b). Ou seja, determinando o valor de x na
Equacao C.1(a), temos
¢ — by

x:
aj

e substituindo o resultado na Equagao C.1(b), temos
ci— b
02(11y> by = o
ap

Agora ¢ possivel determinar o valor de y, pois € a
Unica variavel que resta, ¢ substituir o resultado em uma
das duas equagdes restantes para obter o valor de x. Esse
método pode ser aceitavel no caso de umsistema de duas
equagdes, mas se torna muito longo e cansativo para sis-
temas de trés ou mais equagdes simultaneas.

O uso de determinantes para calcular os valores de
x e y requer que o seguinte formato seja estabelecido para
cada variavel:

Col. Col. Col. Col.
1 2 1 2
1 b1‘ a 01’
() b2 a; C
= 57 =4 2
* ay bl‘ Y aj bl‘ ©2)
a by a by

Primeiramente, observe que apenas constantes apare-
cem entre o0s tragos verticais, ¢ que os dois denominadores
sdo iguais. Na verdade, cada um desses denominadores ¢
simplesmente uma lista dos coeficientes de x e y na mesma
ordem em que aparecem nas equagoes C.1(a) e C.1(b). Na
solugao de x, os coeficientes de x no numerador sdo substi-
tuidos pelas constantes de segundo membro das equagdes
C.1(a) e C.1(b), enquanto os coeficientes de y sao mantidos.
Na solugdo de y, os coeficientes de y no numerador sdo subs-
tituidos pelas constantes do segundo membro das equagdes
C.1(a) e C.1(b) e os coeficientes de x s3o mantidos.

Os blocos que aparecem entre as linhas verticais
no numerador ¢ no denominador da Equagao C.2 sdo
denominados determinantes (D), e podemser calculados
numericamente da seguinte forma:

Col. Col.
1 2

a; by

Determinante = D = (C3)

‘ = ajby — azb,
ay by

O valor expandido € obtido multiplicando-se o ele-
mento do canto superior esquerdo pelo elemento do canto
inferior direito e subtraindo do resultado o produto dos
dois outros elementos. Esse determinante em particular ¢
denominado determinante de segunda ordem, pois possui
duas linhas e duas colunas.



E importante lembrar que, quando se usam deter-
minantes, as colunas das equagdes, conforme indicam as
equagdes C.1(a) e C.1(b), tém de ser colocadas na mesma
ordem ao escrever os determinantes. Ou seja, como «, ¢ a,
estdo na coluna 1 das equagodes C.1(a) e C.1(b), eles tém
de ser colocados na coluna 1 do determinante (o mesmo

se aplicaa b, ea b,).

Expandindo toda a expressdo para x e y, obtemos

o0 seguinte:
cr by
ey ol c1by — ooby
YT a by anby — anby (C4a)
a b2
a ¢
y = 5 Chl _ P — T (C.4b)
aj bl a1b2 - a2b1
ay by
EXEMPLO C.1
Calcule os seguintes determinantes:
2 2
) |5 4, =@#)-0)@2)=8-6=2
4 -1
b) 6 2‘ =4)2) - (6)(—-1)=8+6=14
0 -2
o3 - 0w - -0-4- -
0 0
= (0)(10) — (3)(0) =
9 [0 o] =010 - G)0) =0
EXEMPLO C.2
Resolva o sistema determinando x e y:
2x+ y=3
3x+4y=2
Solucgéo:
¥
24 ()@ -@)01) 12-2 10
x = = = = = 2
’2 1‘ (2)4) -@3)1) 8-3 5
34
5l
_bal_@@-00) _4-9_-s_
5 5 5

Apéndices
Verificacdo:
2+ y=@)2) + (- 1)
=4-1=3 (confere)
3x+4y=03)2) + DD
=6—-4=2 (confere)
EXEMPLO C.3
Resolva o sistema determinando x e y:
—x+2y=3
3x— 2y = -2
Solugao:

935

Nesse exemplo, observe o efeito do sinal negativo e
o uso de parénteses para assegurar que o sinal correto

seja obtido em cada produto:

g
12l e -2
‘—1 2‘ (=1)(=2) = (3)@2)
3 =2
_“6+4 2 1
2—-6 -4 2
I
_ 132 (=1(=2) - 3)3)
Y —4 —4
_2-9_-1_1
—4 -4 4
EXEMPLO C.4
Resolva o sistema determinando x e y:
x= 3—4y
20y = —1 + 3x
Solucao:

Nesse caso, as equagdes tém de ser primeiramente co-
locadas na mesma forma que nas equacdes C.1(a) e C.1(b):

x+ 4y=3
—3x + 20y = —1
)
L=t 20l (3)@0) = (=1)4)
‘ 1 4‘ (1)(20) = (=3)4)
-3 20
_0+4 64
20+ 12 32

]

-3 —1] _()(=1) = (=3)(3)

YT T 32
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O uso de determinantes ndo se limita a sistemas de
duas equacgdes; os determinantes podemser aplicados a
sistemas com qualquer numero de equagoes. Inicialmente,
apresentaremos um método que se aplica apenas a deter-
minantes de terceira ordem, caso em que se enquadra a
maioria dos problemas deste livro. Emseguida, discutire-
mos um procedimento geral para resolver sistemas com
qualquer numero de equagdes.

Considere o seguinte sistema de equagdes:

Col.1 Col.2 Col.3 Col.4
ax + by + cz = d
ax + by + ¢z = dp
azx + by + ¢z = dj

onde x, y € z s30 incOENItas € @, 3, b 43, €153 € d) 3 530
constantes.

Os determinantes envolvidos no calculo de x, y e
z podemser obtidos por um método similar ao que foi
usado no caso de umsistema de duas equagdes. Ou seja,
no calculo de x, o determinante do numerador ¢ obtido
substituindo-se os elementos da coluna 1 pelos elementos
do segundo membro do sistema de equagdes. O denomi-
nador ¢ o determinante dos coeficientes das incognitas
(o mesmo se aplica as incognitas y e z). Novamente, o
denominador ¢ igual para as trés incognitas.

di by ¢ ap dp ¢ ap by d
d by a d o a by dy
ds by a dy az by ds
x= L,y = 2=
D D D
ap by ¢
onde D= ap b2 Cy
az by

Um método manual para calcular o determinante de
terceira ordem consiste simplesmente em repetir as duas
primeiras colunas do determinante a direita do determi-
nante e somar os produtos dos elementos que pertencem a
diagonais especificas, da forma indicada a seguir:

4(-)

S 6(-)

a; - \bl\’:\:c’r . -a /,191’
D=|a, by e[ eyl b,
as” bsT et ey by

1(+) 2(+) 3(+)

Os produtos associados as diagonais 1, 2 e 3 sdo
positivos, e sua soma ¢ dada por:

+a,b,c; + bic,a; + cia,b;
Os produtos associados as diagonais 4, 5 ¢ 6 sdo
negativos, ¢ sua soma ¢ dada por:
— asb,c, — byc,a, — cia,b,

O resultado final ¢ a soma das diagonais 1, 2 e 3,
menos a soma das diagonais 4, 5 e 6:

+((11b2€3 = b1C2(13 aF c1a2b3) (CS)
— (asbacy + bscyey + czanby)

Atengdo: esse método de expansdo é vadlido apenas
para determinantes de terceira ordem! Ele ndo pode

ser aplicado a sistemas iguais ou superiores a quatro .

EXEMPLO C.5
Calcule o seguinte determinante:

12 3 2 08 2

=2 1 0| — |-2 e =20 1

0 4 2 0747 2 e T4
(GO CORNCY

Solucao:

[(DM2) + 2(0)(O0) + B)(=2)(4)]

— [O)DB) + HO)D) + 2)(—2)(2)]
2+0—24)—(0+0—8) =(—22) — (—8)
=-2+8=-14

EXEMPLO C.6
Resolva o sistema determinando x, y € z:

Ix + 0y — 2z = —1
Ox + 3y + 1z=+2
Ix+2y+3z=0
Solugao:
S TR NS A S G
2 037 ]2l 03
02773 0L T2
X = N ~ .
B SN A P Y (e
0 % 1] e 3
273 T2




[(=1)3)(3) + (0)(1)(0) + (=2)(2)(2)] — [(0)(3)(—2)
+(2)(1)(=1) + (3)(2)(0)]
[(DB)(B3) + (0)(1)(1) + (=2)(0)(2)] = [(1HB)(=2)
+(2)(1)(1) + (3)(0)(0)]
(-9+0—-8)—(0—2+0)

(9+0+0)—(—=6+2+0)

_—17+2 15
T 9+4 13
RN NS N U it it
0 20 k] e 2
oo 3 T e
yo
13
_[ME)B) + (=HM)A) + (=2)0)(©)] — [(1)(2)(=2)
+(0)(1)(1) + (3)(0)(=1)]
13
C(6=1+0)—(=4+0+0)
a 13
_5+4 9
13 13
RS NS NS g
0 3 2167 3
F 270l . .
L=
13

[(1B)O) + ©)2)(1) + (=D(©O)2)] — [(HE)(=1)
+(2)2)(1) +(0)(0)(0)]
13

C(0+0+0)—(-3+4+0)

13
0—-1 1

13 13

ou, a partir de Ox + 3y + 1z =+2,

9 26 27 1
RISV 35 S

13 13 13 13
Verificagdo:
W0y —2=—1) —2 40+ 2=-1| -2t/
e 13 13 13
O3yt lz=42p 0+ 24 Loy VB 4y
T ERNE 13
bty az=0 ) 2B 3 BB,y
AT EREERNE 5313

A abordagem geral de determinantes iguais ou supe-
riores a trés necessita que o determinante seja expandido
da forma mostrada a seguir. Existe mais que uma expansao
geradora do resultado correto, mas esta forma é normal-
mente empregada em uma analise introdutoria.
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ay by ¢ b, ¢
D=|ay, by ¢;| =a,(+|b; ¢ !
a3 b3 ] Menor
-

Cofator

Fator
multiplicante

@G G ay by
+bl —Cl3 C3 +CI +a3 bg
Menor Menor

Cofator

Cofator

Fator Fator
multiplicante multiplicante

Essa expansao foi obtida multiplicando-se os ele-
mentos da primeira linha de D pelos cofatores correspon-
dentes. Ndo é necessario que os fatores multiplicadores
pertencam a primeira linha. Na verdade, qualquer linha
ou coluna (ndo as diagonais) pode ser usada para expandir
um determinante de terceira ordem.

O sinal de cada cofator depende da posicao do fator
multiplicador correspondente (a,, b, € ¢,, nesse caso), de
acordo com o seguinte esquema:

+-o> - +
N\

— + —
+ - 4+

Observe que o sinal correto de cada elemento pode
ser obtido atribuindo-se o sinal positivo ao elemento
situado no canto superior esquerdo e atribuindo-se al-
ternadamente sinais negativos e positivos aos elementos
vizinhos, tanto no sentido horizontal como no vertical.

No caso de um determinante D, os elementos t€m
0s seguintes sinais:

a® b ™
o) b o)
O REAC NG

Os menores complementares associados a cada fa-
tor multiplicativo s@o obtidos eliminando-se a linha e a
coluna nas quais o fator multiplicativo esta localizado e
escrevendo-se um determinante de segunda ordem com
os elementos restantes, nas mesmas posigoes relativas que
tinham no determinante de terceira ordem.

Considere os cofatores associados a a, ¢ b, na ex-
pansao de D. O sinal é positivo para a, e negativo para
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b,, como determina o esquema-padrao. De acordo com o
método que acabamos de descrever, podemos encontrar
os menores complementares de a, e b, da seguinte forma:

b, c
a 1(menor) = = b2 C2
3 3
1(menor) (13 C3

Como ja dissemos, qualquer linha ou coluna pode
ser usada para expandir o determinante de terceira ordem.
Usando a primeira coluna de D, obteremos a expansao

a; by

b
D = an b2 (&) =a1<+ 2 @ )
b3 Cc3
az by 3
by ¢ ) ( by ¢ )
- +oas +
- az( by «c3 “ by

As vezes, a escolha de uma certa linha ou coluna
pode facilitar consideravelmente o trabalho de expandir
o determinante de terceira ordem. Por exemplo, nos de-
terminantes a seguir, a primeira coluna e a terceira linha,
respectivamente, reduziriam o nimero de cofatores na
expansao:

2 3 -2 4 s
D= 5=2<+& A>+0+o=um—3m
0 6 7
=—4
1 4 7
b=l o 8| =2(+ [)ross(+]) ¥
s 0 3 6 8 2 6
=2(32 — 42) + 3(6 — 8) = 2(—10) + 3(—2)
= 26
EXEMPLO C.7
Expanda os seguintes determinantes de terceira
ordem:
1 2 3
2 1 2 3
ayD=|3 2 1=1<+’ ‘)+3(—’ ‘>+
1 3 1 3
2 1 3
~(+f; )
2 1
=106 — 1] +3[—(6 — 3)] +2[2 — 6]
=5+ 3(-3) +2(—4)
=5-9-38
=-12
0 4 o
4 6
b)D=|2 0 5| =0+2(— +
4 0
8 4 0

0 +2[—(0 — 24)] + 8[(20 — 0)]
=0 + 2(24) + 8(20)

=48 + 160

= 208



